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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Tva torusar kan ha samma lokala geometri och dnda

ha olika form

En konstruktion i Publications mathematiques de I'THES ger de forsta kompakta Bonnetparen: tvd
glatta, reellanalytiska torusar i det tredimensionella rummet som har samma intrinsiska metrik
och samma medelkrokning i motsvarande punkter, men som inte dr samma yta sd ndar som pd en
stel rorelse. Resultatet loser gamla entydighetsfragor inom ytteorin och ar ett precist motexempel
till en lockande tanke: att tillrdackligt mdnga lokala mdtningar mdste kunna identifiera en kompakt
form.
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Formen som vigrar lata sig identifieras

Forestall dig att du méter en yta utan att fa ta ett steg utanfor den. Du kan mita avstand langs ytan:
hur langt det dr fran en punkt till en annan om du fardas pa sjédlva ytan. Det ar ytans metrik. Lagg
nu till ytterligare en mitning utifrdn: registrera i varje punkt ytans genomsnittliga b6jning, dess
medelkrokning.

Det later som mycket information. For manga ytor racker det. Om man kénner till de intrinsiska
avstanden och medelkrokningsfunktionen ligger det néra till hands att tro att formen i det tredimen-
sionella rummet ar entydigt bestamd.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann och Andrew Sageman-Furnas har nu konstruerat kompakta ytor
som kullkastar den forvantningen. I deras artikel presenteras tva torusar - munkformade ytor, men
inga vanliga runda munkar - som ar isometriska och har samma medelkrokning i motsvarande
punkter, men som inte dr kongruenta. Det gar inte att rotera, translatera eller spegla den ena sa
att den Overgar i den andra. De dr genuint olika immersioner i rummet.

Pa facksprak dr de kompakta Bonnetpar. Enligt artikeln dr de de forsta exemplen av detta slag.

Vad problemet gir ut pa

Den klassiska ytteorin skiljer mellan tva slags information.

Metriken anger avstdnd som maéts pa ytan. Ett plant ark som rullas ihop till en cylinder behaller
samma intrinsiska metrik: en liten myra som gar pa arket skulle inte méarka att det rullats ihop enbart
genom att mita avstand. Den fullstindiga andra fundamentalformen ger betydligt mer information
om hur ytan bojs i rummet. Den klassiska Bonnets sats sdger att immersionen dr bestimd sd nér
som pa en stel rorelse, forutsatt att metriken och den fullstindiga b6jningsinformationen uppfyller
de ratta kompatibilitetsekvationerna.

Men 1867 stéllde Pierre Ossian Bonnet en mer preciserad fraga. Vad hinder om béjningsinforma-
tionen begransas? Eftersom metriken redan bestimmer Gausskrokningen intrinsiskt, kan en yta da
karakteriseras av metriken tillsammans med medelkrokningsfunktionen?

Generiskt ar svaret ja. Det ordet dr viktigt. Inom geometrin finns ofta undantagsfall: sédrskilda ytor
didr det vanliga entydighetsresultatet inte géller. Den 6ppna fragan var om det fanns kompakta, glatta
exempel diar metriken och medelkrokningen 6verensstimmer men ytorna inte ar desamma i rum-
met.

Detta ar det globala Bonnetproblemet. Den nya artikeln besvarar frdgan med torusar.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Vad fﬁrfattarna konstruerade

Forfattarna konstruerar ett par glatta torusar i R3 som ar relaterade genom en isometri som be-
varar medelkrokningen. Det innebér att de intrinsiska avstdndsforhallandena dr desamma kring
motsvarande punkter och att medelkrokningen har samma véarde dir, men att de tvd ytorna inte
ar kongruenta.

Konstruktionen gor mer dn att ge ett enstaka numeriskt kuriosum. Torusarna ar reellanalytiska -
de har den regularitet som kdnnetecknar potensserier och ar inte grovt sammanfogade objekt - och
forfattarna bevisar att deras exempel generiskt inte kan dverforas i varandra genom nagon isometri
av det omgivande rummet. De uppger ocksd att konstruktionen ger 6verupprakneligt mdnga sadana
par, eftersom den innehaller en funktionell parameter.

Vagen dit ar teknisk. Den utnyttjar sambandet mellan Bonnetpar och isotermiska ytor, en klass av
ytor med sidrskilda koordinater langs krokningslinjerna. Exemplen tas fram genom att utga fran
isotermiska torusar dar en familj av krokningslinjer dr plana och tillimpa en konstruktion som
ger Bonnetparet. Forfattarna uppger att metoden véxte fram ur beridkningsexperiment med en
5x7-indelning av en torus i fyrhorningar, dér diskret differentialgeometri fick vigleda arbetet mot
det glatta resultatet.

Det visuella resultatet dr lattare att forsta an beviset. De tva torusarna i artikeln har 6verensstim-
mande geometriska data men en synbart annorlunda global placering: i forfattarnas figur 1 ligger
motsvarande stora "bubblor” ndrmare varandra pa den ena torusen dn pd den andra. Den synliga
skillnaden &r inte ett resultat av hur bilden har ritats. Satsen sager att ytorna inte har samma form i
rummet, trots att de utvalda lokala uppgifterna éverensstimmer.

[figure_pair pending]

Figur 1i artikeln visar ett numeriskt exempel pa torusarna i Bonnetparet, har atergivet som en parbild. De tva
panelerna &r inte tva vyer av samma torus: de visar de tva olika torusarna i paret. De gra nétlinjerna gor det
lattare att folja motsvarande ytkoordinater, medan de fargade kurvorna markerar motsvarande slutna
krokningslinjer. Bildens poang ar den globala avvikelsen: de stora bubblorna sitter pa synbart olika platser, trots
att satsen sager att de tva ytorna har samma intrinsiska metrik och samma medelkrékning i motsvarande
punkter.

Varfor detta inte idr en motsigelse

Resultatet siager inte att geometrin ar godtycklig eller att matningar r meningslosa.

Det sédger att en viss begrinsad dataméngd - metrik plus medelkrokning - inte alltid racker for
att entydigt identifiera en kompakt yta. Den fullstindiga klassiska entydighetssatsen anviander
mer omfattande information om bdjningen. Medelkrokningen &r bara ett medelviarde av de tva
principalkrokningarna. Den beskriver hur mycket ytan i genomsnitt bojs i en punkt, men bevarar
inte all information om bojningen i olika riktningar.
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Just den skillnaden ar hela podngen. Tva ytor kan 6verensstamma béde vad géller avstand ldngs ytan
och den genomsnittliga bojningen i varje par av motsvarande punkter, samtidigt som bojningen ar
arrangerad pa olika sitt i rummet.

Artikeln sager inte heller att denna tvetydighet ar typisk. Inledningen dr noga med att metriken plus
medelkrokningen generiskt bestimmer en yta. Bonnetpar dr undantagsfall. Deras varde ligger just i
att de visar att undantaget finns i den kompakta, glatta och analytiska miljo dér fragan tidigare varit
olost.

Vilka gamla fragor resultatet 16ser

Den forsta losta fragan ar det globala Bonnetproblemet: finns det tvé icke-kongruenta kompakta,
glatta immersioner i det tredimensionella euklidiska rummet som ar relaterade genom en isometri
och har samma medelkrokning i motsvarande punkter? Forfattarnas svar ar ja.

Den andra ar Cohn-Vossen-Berger-problemet: finns det tvd isometriska kompakta analytiska ytor i
det tredimensionella euklidiska rummet som inte kan 6verforas i varandra genom en isometri av det
omgivande rummet? Aven hir ar svaret ja, med hjilp av de analytiska torusar som erhdlls genom
samma konstruktion.

Den analytiska delen dr viktig. Tidigare exempel pé bristande entydighet for kompakta ytor kunde
bygga pa liagre regularitet eller lokala dndringar. Dessa torusar dr inte bara ett glatt objekt dir en
utbuktning i ett omrdde har bytts ut. I artikeln betonas att motsvarande omgivningar inte dr lokalt
kongruenta nagonstans: skillnaden genomsyrar konstruktionen och dr inte dold i en skarv efter en
lagning.

Varfor det spelar roll

Detta dr ren matematik, men intuitionen dr allméngiltig. En form kan vara 6verbestdmd i en mening
och anda otillrickligt identifierad i en annan. Det avgérande ar inte hur mycket data man har, utan
om dessa data innehaller ratt slags information.

Metrik plus medelkrokning kan tyckas vara kraftfullt eftersom det kombinerar inre avstand med
ett matt pa yttre bojning. Det kompakta Bonnetparet visar luckan: genomsnittlig bojning ar inte
fullstandig bojningsinformation. Lokal 6verensstimmelse innebar inte alltid global identifiering. An-
alytisk regularitet ar ingen magisk garanti for entydighet.

Det dr en nyttig lardom dven bortom denna sats. Inom geometrin handlar inversa problem ofta om
huruvida en uppsattning mitningar bestammer det objekt som gav upphov till dem. Den har artikeln
ger ett tydligt nytt svar for ett klassiskt ytproblem: inte alltid, &ven nar objektet ar kompakt, glatt och
analytiskt.
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Kort sammanfattning

Bobenko, Hoffmann och Sageman-Furnas konstruerar de forsta kompakta Bonnetparen: tva icke-
kongruenta glatta torusar i R3 som ar relaterade genom en isometri och har samma medelkrokning
i motsvarande punkter. Deras exempel ar reellanalytiska och kan generiskt inte 6verforas i varandra
genom nagon isometri av det omgivande rummet, vilket 16ser bade det globala Bonnetproblemet
och Cohn-Vossen-Berger-fragan om analytisk entydighet s& som den formuleras i artikeln. Resul-
tatet kullkastar inte den klassiska ytteorin; det visar att den begrinsade informationen metrik plus
medelkrokning inte alltid racker for att entydigt identifiera en kompakt yta.

Kontroll utan krusiduller

Vad artikeln visar: Det finns kompakta, glatta Bonnetpar. Mer specifikt konstruerar forfattarna ut-
tryckligen torusar i R3 med samma metrik och medelkrékningsfunktion i motsvarande punkter, men
som inte ar kongruenta.

Vad som ir rimligt men inte huvudsaken: Att berdkningsbaserade och diskret-geometriska under-
sokningar kan vigleda svara glatta konstruktioner. I artikeln star det att denna vag var viktig, men
resultatet vilar pa beviset, inte pa den numeriska bilden.

Vad den inte visar: Att alla eller de flesta ytor ar tvetydiga. Det generiska entydighetsresultatet géller
fortfarande som en del av bakgrunden. Dessa exempel dr exceptionella men avgorande motexempel.

De frimsta begriansningarna for en allman lasare: Beviset ar mycket tekniskt och hor hemma inom
differentialgeometrin: isotermiska ytor, klassificering av Bonnetpar, periodvillkor och analytisk kon-
struktion. Man kan forsta satsens innebord utan att folja maskineriet.

Hur stor tilltro bor en allmiin ldasare ha? Stor tilltro till satsens formulering som ett sakkunnig-
granskat matematiskt resultat. Den relevanta forsiktigheten giller tolkningen, inte beldggen: las det
som “dessa begriansade geometriska data bestimmer inte alltid formen”, inte som “geometrin kan
inte identifiera former”.
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