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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Dva torusy mozu mat rovnakua lokalnu geometriu, a

predsa byt odlisnymi tvarmi

Konstrukcia v Publications mathématiques de 'THES prindsa prvé kompaktné Bonnetove dvojice:
dva hladké, redlne analytické torusy v trojrozmernom priestore, ktoré majii rovnaku vniitorni
metriku a rovnaku strednu krivost v zodpovedajiicich bodoch, no nie si tym istym povrchom az
na tuhy pohyb. Vysledok uzatvdra staré otdzky jednoznacnosti v geometrii povrchov a je presnym
protiprikladom ldkavej predstavy, Ze dostatok lokdlnych merani musi kompaktny tvar urcit.

Written by Laura Nesso - Cross-checked by Vera Rubin - Al-assisted, human-reviewed

Paper: Compact Bonnet pairs: isometric tori with the same curvatures, Alexander |. Bobenko, Tim Hoffmann, and Andrew O.
Sageman-Furnas, Publications mathematiques de I'lHES - DOI: 10.1007/s10240-025-00159-z


https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z

matematika

Tvar, ktor}'r sa neda jednoznaéne urcit

Predstavte si, ze meriate povrch, no nesmiete z neho vysttpit. Mozete merat vzdialenosti pozdiz
neho: ako daleko je jeden bod od druhého, ak sa pohybujete po samotnom povrchu. To je jeho
metrika. Teraz pridajme eSte jedno meranie zvonka: v kazdom bode zaznamenajme priemerné
ohnutie povrchu, jeho strednt krivost.

Zda sa, Ze je to vela informacii. Pri mnohych povrchoch naozaj stadia. Ak poznate vnutorné vzdi-
alenosti a funkciu strednej krivosti, mohli by ste ocakavat, zZe tvar v trojrozmernom priestore bude
jednoznaéne urceny.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann a Andrew Sageman-Furnas vSak skonsStruovali kompaktné
povrchy, ktoré tomuto ocakavaniu odporuju. Ich prdca predstavuje dva torusy — povrchy v tvare
prstenca, hoci nie obycajné okruhle prstence — ktoré su izometrické a maja v zodpovedajicich
bodoch rovnaku strednu krivost, no nie si zhodné. Jeden nemozno previest na druhy otoenim,
posunutim ani zrkadlenim. St to skuto¢ne odli$né vnorenia do priestoru.

V jazyku odboru tvoria kompaktnu Bonnetovu dvojicu. Praca ich oznacuje za prvé takéto priklady.

V ¢om spociva problem

Klasicka tedria povrchov rozliSuje dva druhy informdcii.

Metrika opisuje vzdialenosti merané na povrchu. Plochy list zvinuty do valca si zachovava rovnaku
vnutornd metriku: maly mravec, ktory po nom chodji, by zvinutie iba meranim vzdialenosti nezistil.
Uplnd druha fundamentalna forma hovori ovela viac o tom, ako sa povrch ohyba v priestore. Klasické
Bonnetova veta tvrdi, Ze ak metrika a plné tidaje o ohybe spifiaju prislusné rovnice kompatibility,
vnorenie je uréené az na tuhy pohyb.

Pierre Ossian Bonnet vSak v roku 1867 polozil ostrej§iu otazku. Co ak sa idaje o ohybe obmedzia?
KedZe metrika uz vnutorne urcuje Gaussovu krivost, mozno povrch charakterizovat metrikou spolu
s funkciou strednej krivosti?

Vo vSeobecnosti je odpoved ano. Slovd ,vo vSeobecnosti“ su dolezité. Geometria ¢asto pozna vyni-
mocné pripady: osobitné povrchy, pri ktorych bezné tvrdenie o jednoznaénosti zlyhdva. Otvorenou
otazkou bolo, ¢i existuju kompaktné hladké priklady, pri ktorych sa metrika aj strednd krivost zho-
duju, ale povrchy v priestore rovnaké nie su.

To je globalny Bonnetov problém. Nova praca ho riesi pomocou torusov.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Co autori skonstruovali

Autori konS$truuju dvojicu hladkych torusov v R3 spojenych izometriou zachovéavajicou strednt
krivost. Zodpovedajuce body teda maju vo svojom okoli rovnaké vnutorné vzdialenosti a rovnakd
hodnotu strednej krivosti, ale oba povrchy nie si zhodné.

Konstrukcia nie je iba jedinou numerickou kuriozitou. Torusy su redlne analytické — maju
pravidelnost geometrie opisatelnej mocninovymi radmi, nejde o hrubo pospédjané objekty — a autori
dokazuju, Ze ich priklady vo vSeobecnosti nespaja nijakd izometria okolitého priestoru. Uvadzaju tiez,
ze konstrukcia poskytuje nespocitatelne vela takychto dvojic, pretoze obsahuje funkény parameter.

Postup je technicky. Vyuziva vztah medzi Bonnetovymi dvojicami a izotermickymi povrchmi, triedou
povrchov so Specidlnymi suradnicami tvorenymi ¢iarami krivosti. Priklady vznikaju z izotermickych
torusov, ktorych jedna rodina ¢iar krivosti je rovinna, a naslednym pouzitim konstrukcie vytvarajtucej
Bonnetovu dvojicu. Autori pisu, Ze pristup vyrastol z vypoctovych experimentov s rozkladom torusu
na Stvoruholniky v usporiadani 5 x 7, pricom diskrétna diferencidlna geometria posluzila ako vodidlo
k hladkému vysledku.

Vizudlny vysledok sa chape lahsie nez dokaz. Dva torusy v praci maju zhodné geometrické udaje, no
viditelne odlisné globalne usporiadanie: na obrazku 1 autorov lezia zodpovedajuice velké ,bubliny“
na jednom toruse blizsie pri sebe nez na druhom. Tento viditelny rozdiel nie je kresliarsky trik. Veta
hovori, Ze povrchy nemaju v priestore rovnaky tvar, hoci sa vybrané lokalne uidaje zhoduju.

[figure_pair pending]

Obrazok 1z prace ukazuje numericky priklad torusov tvoriacich Bonnetovu dvojicu, tu ako sparovanu ilustraciu.
Panely nie su dva pohlady na ten isty torus: zobrazuju dva rézne torusy danej dvojice. Sivé Ciary siete
pomahaju sledovat zodpovedajuce povrchové suradnice, zatial ¢o farebné krivky oznacuju zodpovedajlce
uzavreté Ciary krivosti. Zmyslom obrazka je globalny nesulad: velké bubliny sa nachadzaju vo viditelne
odliSnych polohach, hoci podla vety maju oba povrchy rovnaku vnutornt metriku a rovnaku strednu krivost v
zodpovedajucich bodoch.

Preco to nie je rozpor

Vysledok nehovori, Ze geometria je lubovolna alebo Ze merania st zbyto¢né.

Hovori, Ze konkrétny obmedzeny subor idajov — metrika spolu so strednou krivostou — nemusi vzdy
stacit na jednoznac¢né uréenie kompaktného povrchu. Uplna klasickd veta o jednoznacénosti pouZiva
bohatsie informacie o ohybe. Strednd krivost je iba priemerom dvoch hlavnych krivosti. Uddva, ako
velmi sa povrch v danom bode priemerne ohyba, ale nezachovava vSetky informacie o ohybe v jed-
notlivych smeroch.

Préve toto rozli$enie je podstatou vysledku. Dva povrchy sa mozu zhodovat vo vzdialenostiach pozdiz
povrchu aj v priemernom ohybe v kazdom zodpovedajicom bode, no pritom sa lisit spésobom, akym
je ohyb usporiadany v priestore.
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Praca tieZ netvrdi, Ze je tito nejednoznacénost typicka. Uvod je opatrny: vo vieobecnosti metrika spolu
so strednou krivostou povrch urcuje. Bonnetove dvojice st vynimocéné. Ich hodnota spoéiva prave v
tom, Ze dokazuju existenciu vynimky aj v kompaktnom, hladkom a analytickom prostredi, kde otazka
zostavala nevyrieSena.

Ktoreé stare otézky V}'rsledok uzatvara

Prvou uzavretou otazkou je globalny Bonnetov problém: existuju dve nezhodné kompaktné hladké
vnorenia v trojrozmernom euklidovskom priestore, spojené izometriou a s rovnakou strednou
krivostou v zodpovedajucich bodoch? Autori odpovedaju ano.

Druhou je Cohnov-Vossenov-Bergerov problém: existuju v euklidovskom trojrozmernom priestore
dva izometrické kompaktné analytické povrchy, ktoré nespdja izometria okolitého priestoru? Aj tu je
odpoved ano, vdaka analytickym torusom ziskanym tou istou konstrukciou.

Analyticka Cast je dolezitd. SkorSie priklady nejednoznaénosti kompaktnych povrchov mohli vyuZzivat
nizsiu regularitu alebo lokédlne Upravy. Tieto torusy nie su iba hladké objekty, pri ktorych sa na
jednom mieste vymenila vydutina. Praca zdéraznuje, Ze zodpovedajuce okolia nie su nikde lokalne
zhodné: rozdiel prenika celou konstrukciou a neskryva sa v mieste spojenia.

! Y/
Preco na tom zalezi

Ide o ¢istu matematiku, no jej intuicia je Siroka. Tvar moze byt v jednom zmysle preurceny a vinom
stdle nedostatoéne urceny. Rozhodujuce nie je mnozstvo udajov, ale to, ¢i obsahuju spravny druh
informacie.

Metrika spolu so strednou krivostou posobi ako silnda kombindcia, pretoze spaja vnutorné vzdi-
alenosti s vonkajSou mierou ohybu. Kompaktnd Bonnetova dvojica ukazuje medzeru: priemerny
ohyb nie je uplny ohyb. Lokalna zhoda nemusi vzdy znamenat globadlnu totoZnost. Analyticka
regularita nie je zdzra¢nou zdrukou jednoznacnosti.

Je to uzitocné ponaucenie aj mimo tejto vety. Inverzné problémy v geometrii sa ¢asto pytaju, ¢i subor
merani urcuje objekt, ktory ich vytvoril. Tato praca dava pre jeden klasicky problém teérie povrchov
ostrd nova odpoved: nie vzdy, aj ked je objekt kompaktny, hladky a analyticky.

Cisté zhrnutie

Bobenko, Hoffmann a Sageman-Furnas skonsStruovali prvé kompaktné Bonnetove dvojice: dva
nezhodné hladké torusy v R3, ktoré su spojené izometriou a maju v zodpovedajucich bodoch
rovnaku strednu krivost. Ich priklady su redlne analytické a vo vSeobecnosti ich nespdja nijaka
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izometria okolitého priestoru, ¢im podla formuladcie prace rieSia globdlny Bonnetov problém aj
analyticku otdzku jednoznacnosti Cohna-Vossena-Bergera. Vysledok nevyvracia klasicku tedriu
povrchov; ukazuje, Ze obmedzené udaje tvorené metrikou a strednou krivostou nemusia vzdy stacit
na jednoznacné uréenie kompaktného povrchu.

Kontrola bez prikréélenia

Co praca ukazuje: Kompaktné hladké Bonnetove dvojice existuji. Konkrétne autori explicitne
konstruuju torusy v R3 s rovnakou metrikou a funkciou strednej krivosti v zodpovedajucich bodoch,
ktoré vsak nie su zhodné.

Coje mozné, ale nie je podstatou vysledku: Vypoctové a diskrétno-geometrické skiimanie moze viest
k naroénym hladkym konstrukcidm. Praca uvadza, ze tento postup bol dodlezity, vysledok vsak stoji
na dokaze, nie na numerickom obrazku.

Co praca neukazuje: Ze st nejednoznadné vsetky alebo vidsina povrchov. Vieobecné tvrdenie o
jednoznacnosti zostava sucastou vychodiska. Ide o vynimoc¢né, ale rozhodujice protipriklady.

Hlavné obmedzenia pre bezného citatela: Dokaz je velmi technicky a patri do diferencidlnej ge-
ometrie: pracuje s izotermickymi povrchmi, klasifikdciou Bonnetovych dvojic, periodickymi pod-
mienkami a analytickou konstrukciou. Vyznam vety mozno pochopit bez sledovania celého aparatu.

Aku velku doveru by mal mat bezny ¢itatel? Vysoku v znenie vety ako recenzovaného matematick-
ého vysledku. Opatrnost sa tyka vykladu, nie dokaznej sily: ¢itajte ho ako ,tieto obmedzené geomet-
rické udaje nemusia vzdy urcit tvar®, nie ako ,geometria nedokdze urcovat tvary*.
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