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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

Dois toros podem ter a mesma geometria local e ainda

assim ser formas diferentes

Uma constru¢do em Publications mathematiques de l'IHES apresenta os primeiros pares de Bonnet
compactos: dois toros suaves e real-analiticos no espago tridimensional que tém a mesma métrica
intrinseca e a mesma curvatura media em pontos correspondentes, mas ndo sdo a mesma superficie
a menos de um movimento rigido. O resultado fecha antigas perguntas de unicidade em geometria
de superficies e ¢ um contraexemplo preciso a uma ideia tentadora: a de que medicdes locais sufi-
cientes devem identificar uma forma compacta.
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A forma que s€ recusa a Ser identiﬁcada

Imagine medir uma superficie sem poder sair dela. Vocé mede distancias sobre a propria superficie:
quanto vai de um ponto a outro se o caminho fica sempre nela. Isso é a métrica. Agora acrescente
uma medicao feita de fora: em cada ponto, registre a curvatura média, isto é, o encurvamento médio
da superficie.

Parece muita informacdo. Para muitas superficies, é mesmo. Se vocé conhece as distancias inter-
nas e a funcdo de curvatura média, é natural esperar que a forma no espaco tridimensional fique
determinada.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann e Andrew Sageman-Furnas construiram superficies compactas
que derrotam essa expectativa. O artigo da dois toros — superficies em forma de rosquinha, embora
ndo rosquinhas redondas comuns — que sdo isométricos e tém a mesma curvatura média em pon-
tos correspondentes, mas nao sdo congruentes. Nao dd para transformar um no outro por rotacao,
translacdo ou reflexdo. Sao imersoes genuinamente diferentes no espaco.

Nalinguagem da area, eles sdo pares de Bonnet compactos. O artigo os chama de primeiros exemplos
desse tipo.

Qual ¢ o problema

A teoria classica das superficies separa dois tipos de informagao.

A métrica diz quais distancias sdo medidas sobre a superficie. Uma folha plana enrolada em cilindro
conserva a mesma métrica intrinseca: uma formiga andando na folha ndo perceberia o enrolamento
apenas medindo distancias. A segunda forma fundamental completa diz muito mais sobre como a
superficie se dobra no espago. O teorema de Bonnet classico diz que, com a métrica e todos os dados
de curvatura satisfazendo as equagoes de compatibilidade corretas, a imersao fica determinada a
menos de movimento rigido.

Mas, em 1867, Pierre Ossian Bonnet fez uma pergunta mais afiada. E se os dados de curvatura forem
reduzidos? Como a métrica ja determina a curvatura gaussiana intrinsecamente, uma superficie
pode ser caracterizada pela métrica mais a fun¢@o de curvatura média?

Genericamente, a resposta é sim. Essa palavra importa. A geometria costuma ter casos excepcionais:
superficies especiais em que a unicidade usual falha. A pergunta aberta era se existiam exemplos
compactos e suaves nos quais a métrica e a curvatura média coincidissem, mas as superficies nado
fossem a mesma no espaco.

Esse é o Problema Global de Bonnet. O novo artigo o responde com toros.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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O quc OS autores construiram

Os autores constroem um par de toros suaves em R3 relacionados por uma isometria que preserva
a curvatura média. Isso significa que pontos correspondentes tém as mesmas distancias intrinsecas
ao redor e o mesmo valor de curvatura média, mas as duas superficies ndo sdo congruentes.

A construcao faz mais do que produzir uma curiosidade numérica. Os toros sdo real-analiticos —
tdo regulares quanto uma geometria descrita por séries de poténcias, ndo objetos remendados de
modo grosseiro — e os autores provam que, genericamente, seus exemplos nado sao relacionados por
nenhuma isometria ambiente. Eles também afirmam que a construcdo gera uma quantidade nao
enumeravel desses pares, porque contém um parametro funcional.

O caminho técnico passa pela relacao entre pares de Bonnet e superficies isotérmicas, uma classe
de superficies com coordenadas especiais de linhas de curvatura. Os exemplos surgem a partir de
toros isotérmicos com uma familia de linhas de curvatura planas e de uma construcdo que produz
o par de Bonnet. Os autores dizem que a abordagem nasceu de experimentos computacionais com
uma decomposicao quadrilateral 5x7 de um toro, usando geometria diferencial discreta como guia
para o resultado suave.

O resultado visual é mais facil de entender que a prova. Os dois toros do artigo tém os mesmos dados
geométricos selecionados, mas uma colocagao global visivelmente diferente: na Figura 1 dos autores,
grandes “bolhas” correspondentes ficam mais proximas em um toro do que no outro. Essa diferenca
visivel ndo é truque de desenho. O teorema diz que as superficies ndo sdo a mesma forma no espago,
ainda que os dados locais escolhidos coincidam.

[figure_pair pending]

A Figura 1 do artigo mostra um exemplo numérico dos toros de um par de Bonnet, aqui apresentado como
figura pareada. Os dois painéis ndo sao duas vistas do mesmo toro: sao os dois toros diferentes do par. As
linhas cinzas da malha ajudam o olho a seguir coordenadas correspondentes na superficie, enquanto as curvas
coloridas marcam lagcos correspondentes de linhas de curvatura. O ponto da imagem é o desencontro global:
as grandes bolhas ficam em posi¢des visivelmente diferentes, embora o teorema diga que os dois toros tém a
mesma meétrica intrinseca e a mesma curvatura média em pontos correspondentes.

Por que isso nio ¢ uma contradi¢io

O resultado néo diz que a geometria € arbitraria, nem que medicGes sdo intteis.

Ele diz que um conjunto reduzido especifico de dados — métrica mais curvatura média — nem sempre
basta para identificar de modo Unico uma superficie compacta. O teorema classico completo de
unicidade usa informacéo de curvatura mais rica. A curvatura média é apenas uma média das duas
curvaturas principais. Ela diz quanto a superficie se dobra, em média, num ponto, mas nao preserva
toda a informacéao direcional desse dobramento.

Essa distincao € o ponto inteiro. Duas superficies podem concordar nas distancias sobre a superficie
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e no dobramento médio em cada ponto correspondente, mas diferir no modo como esse dobramento
esta organizado no espago.

O artigo também nao diz que essa ambiguidade ¢ tipica. A introducdo é cuidadosa: genericamente,
métrica mais curvatura média determina uma superficie. Pares de Bonnet sdo excepcionais. Seu
valor estd exatamente em mostrar que a excecao existe no cendrio compacto, suave e analitico em
que a pergunta ainda estava aberta.

Que perguntas antigas ele fecha

A primeira pergunta fechada é o Problema Global de Bonnet: existem duas imersdes compactas
suaves e nao congruentes no espaco euclidiano tridimensional relacionadas por uma isometria e
com a mesma curvatura média em pontos correspondentes? Os autores respondem que sim.

A segunda é o problema de Cohn-Vossen-Berger: existem duas superficies analiticas compactas e
isométricas no espago euclidiano tridimensional que nao sao relacionadas por uma isometria ambi-
ente? De novo, a resposta é sim, usando os toros analiticos obtidos pela mesma construcao.

A parte analitica é importante. Exemplos anteriores de ndo unicidade para superficies compactas
podiam depender de menor regularidade ou de alteracdes locais. Esses toros ndo sdo apenas um
objeto suave com uma saliéncia trocada em um remendo. O artigo enfatiza que vizinhancas cor-
respondentes ndo sao localmente congruentes em nenhum ponto: a diferenca esta espalhada pela
construcao, nao escondida numa costura.

Por que importa

Isto é matemadtica pura, mas a intui¢do é ampla. Uma forma pode estar sobredeterminada em um
sentido e ainda subidentificada em outro. O que conta ndo é s6 a quantidade de dados, mas se esses
dados contém o tipo certo de informacao.

Métrica mais curvatura média parece forte porque combina distidncias internas com uma medida
extrinseca de curvatura. O par de Bonnet compacto mostra a lacuna: curvatura média nao é curvatura
completa. Concordancia local nem sempre € identificacdo global. Regularidade analitica ndo é uma
garantia mégica de unicidade.

Essa é uma licdo util além deste teorema. Em geometria, problemas inversos costumam perguntar
se um conjunto de medicdes determina o objeto que as produziu. Este artigo dd uma nova resposta
precisa para um problema cldssico de superficies: nem sempre, mesmo quando o objeto é compacto,
suave e analitico.
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Resumo limpo

Bobenko, Hoffmann e Sageman-Furnas constroem os primeiros pares de Bonnet compactos: dois
toros suaves e ndo congruentes em R3 que sdo relacionados por uma isometria e tém a mesma
curvatura média em pontos correspondentes. Os exemplos sdo real-analiticos e, genericamente, ndo
sdo relacionados por nenhuma isometria ambiente, resolvendo tanto o Problema Global de Bonnet
quanto a questdo analitica de unicidade de Cohn-Vossen-Berger como formuladas no artigo. O re-
sultado nao derruba a teoria cldssica das superficies; mostra que o dado reduzido de métrica mais
curvatura média nem sempre basta para identificar uma superficie compacta de modo unico.

Checagem sem rodeios

O que o artigo mostra: Pares de Bonnet compactos e suaves existem. Mais especificamente, os au-
tores constroem explicitamente toros em R3 com a mesma métrica e a mesma funcdo de curvatura
média em pontos correspondentes, mas que ndo sdo congruentes.

O que é plausivel, mas nao é o ponto: Que a exploracio computacional e a geometria discreta possam
i

guiar construcdes suaves dificeis. O artigo diz que esse caminho foi importante, mas o resultado

repousa na prova, ndo na imagem numeérica.

O que ele ndo mostra: Que todas ou a maioria das superficies sdo ambiguas. A declaracao genérica
de unicidade continua fazendo parte do pano de fundo. Estes sdo contraexemplos excepcionais, mas
decisivos.

Principais limitacdes para um leitor geral: A prova é altamente técnica e vive em geometria diferen-
cial: superficies isotérmicas, classificacdes de pares de Bonnet, condigoes de periodo e construcao
analitica. Um leitor pode entender o significado do teorema sem acompanhar a maquinaria.

Quanta confianca um leitor geral deve ter? Alta na declaracdo do teorema como resultado
matematico revisado por pares. A cautela correta é interpretativa, ndo evidencial: leia como
“esses dados geométricos reduzidos nem sempre determinam a forma”, ndo como “a geometria nao
consegue identificar formas”.
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