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Dwa torusy moga mie¢ t¢ samg geometrie lokalng, a

mimo to roznic sie ksztattem

Konstrukcja opublikowana w Publications mathématiques de U'THES daje pierwsze zwarte pary
Bonneta: dwa gladkie, analityczne w sensie rzeczywistym torusy w przestrzeni trojwymiarowej,
ktére majq te samq metryke wewnetrzng i te samq krzywizng sredniq w odpowiadajqcych sobie
punktach, lecz nie sq tq samq powierzchniq z dokltadnosciq do ruchu sztywnego. Wynik zamyka
dawne pytania o jednoznacznos¢ w geometrii powierzchni i stanowi precyzyjny kontrprzykiad dla
kuszqcej idei, ze dostatecznie liczne pomiary lokalne muszq rozpoznawac zwarty ksztatt.
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Paper: Compact Bonnet pairs: isometric tori with the same curvatures, Alexander |. Bobenko, Tim Hoffmann, and Andrew O.
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Ksztalt, ktérego nie da sie jeanZnacznie rozpoznaé

Wyobrazmy sobie, ze mierzymy powierzchnie, nie mogac wyjs$é poza nia. Mozemy mierzyc¢ odleglosci
wzdluz powierzchni: jak daleko lezy jeden punkt od drugiego, jesli poruszamy sie po samej
powierzchni. To jest jej metryka. Dodajmy teraz jeszcze jeden pomiar wykonywany z zewnatrz:
w kazdym punkcie zapisujemy srednie wygiecie powierzchni, czyli jej krzywizne $rednia.

Wydaje sie, ze to bardzo duzo informacji. Dla wielu powierzchni rzeczywiscie wystarcza. Znajac
odlegtosci wewnetrzne i funkcje krzywizny sredniej, mozna by oczekiwac, ze ksztalt w przestrzeni
tréjwymiarowej zostanie jednoznacznie wyznaczony.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann i Andrew Sageman-Furnas skonstruowali jednak zwarte
powierzchnie, ktére przecza temu oczekiwaniu. W ich pracy przedstawiono dwa torusy — powierzch-
nie w ksztalcie obwarzanka, choé nie zwykle okragle obwarzanki — ktdre sa izometryczne i maja te
samg krzywizne srednig w odpowiadajacych sobie punktach, lecz nie sa przystajace. Jednego nie da
sie przeprowadzi¢ w drugi przez obrét, przesuniecie ani odbicie. Sa to naprawde rézne zanurzenia
W przestrzeni.

W jezyku tej dziedziny tworza one zwarta pare Bonneta. Autorzy nazywaja je pierwszymi takimi
przyktadami.

Na czym polega problem

Klasyczna teoria powierzchni rozréznia dwa rodzaje informacji.

Metryka opisuje odleglosci mierzone na powierzchni. Ptaski arkusz zwiniety w walec zachowuje te
samg metryke wewnetrzng: mata mréwka chodzaca po arkuszu nie wykrylaby zwiniecia, mierzac
wytacznie odleglosci. Pelna druga forma podstawowa moéwi znacznie wiecej o tym, jak powierzchnia
wygina sie w przestrzeni. Klasyczne twierdzenie Bonneta glosi, Ze jesli metryka i pelne dane o wy-
gieciu spelniaja wlasciwe rownania zgodnosci, zanurzenie jest wyznaczone z doktadnoscia do ruchu
sztywnego.

W 1867 roku Pierre Ossian Bonnet postawil jednak ostrzejsze pytanie. Co sie stanie, jesli ograniczymy
dane o wygieciu? Skoro metryka juz wewnetrznie wyznacza krzywizne Gaussa, czy powierzchnie
mozna scharakteryzowac za pomocg metryki i funkcji krzywizny sredniej?

Ogodlnie rzecz biorac, odpowiedz brzmi: tak. To zastrzezenie jest istotne. W geometrii czesto wys-
tepuja przypadki wyjatkowe — szczegdlne powierzchnie, dla ktérych zwykle twierdzenie o jednoz-
nacznosci zawodzi. Otwarte pozostawalo pytanie, czy istnieja zwarte, gtadkie przykltady, w ktérych
metryka i krzywizna $rednia sg zgodne, choé powierzchnie w przestrzeni nie sa takie same.

To globalny problem Bonneta. Nowa praca rozwiazuje go za pomoca toruséw.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Co skonstruowali autorzy

Autorzy konstruuja pare gtadkich toruséw w R3 powigzanych izometria zachowujacg krzywizne sred-
nig. Oznacza to, ze odpowiadajace sobie punkty majg takie same odleglosci wewnetrzne w swoim
otoczeniu i te sama wartos$¢ krzywizny sredniej, ale oba torusy nie sa przystajace.

Konstrukcja nie sprowadza sie do pojedynczej ciekawostki numerycznej. Torusy sa analityczne w
sensie rzeczywistym — majg regularnosé wiasciwg geometrii opisywanej szeregami potegowymi, a
nie obiektom zlozonym z nieregularnie potaczonych fragmentéw — a autorzy dowodza, ze ogdlnie ich
przyklady nie sa powiazane zadng izometrig otaczajacej przestrzeni. Stwierdzaja tez, ze konstrukcja
daje nieprzeliczalnie wiele takich par, poniewaz zawiera parametr funkcyjny.

Droga do wyniku jest techniczna. Wykorzystuje zwiazek miedzy parami Bonneta a powierzchniami
izotermicznymi, czyli klasa powierzchni o szczegdlnych wspéirzednych wyznaczonych przez linie
krzywizny. Przyktady powstaja przez rozpoczecie od izotermicznych toruséw, w ktérych jedna rodz-
ina linii krzywizny jest ptaska, a nastepnie zastosowanie konstrukcji wytwarzajacej pare Bonneta. Au-
torzy pisza, ze podejscie wyrosto z eksperymentédw obliczeniowych z podziatem torusa na czworokaty
w ukladzie 5 x 7; dyskretna geometria rézniczkowa postuzyta jako przewodnik do wyniku gtadkiego.

Efekt wizualny tatwiej zrozumiec¢ niz dowdd. Dwa torusy przedstawione w pracy maja zgodne dane ge-
ometryczne, ale widocznie r6znig sie globalnym ulozeniem: na rycinie 1 autoréw odpowiadajace so-
bie duze ,pecherze” leza na jednym torusie bliZej siebie niz na drugim. Ta widoczna réznica nie jest sz-
tuczka rysunkowa. Twierdzenie méwi, Zze powierzchnie nie majq tego samego ksztaltu w przestrzeni,
mimo zgodnosci wybranych danych lokalnych.

[figure_pair pending]

Rycina 1z pracy przedstawia numeryczny przykfad torusow tworzacych pare Bonneta, pokazany tutaj jako
zestaw dwaoch ilustracji. Panele nie sg dwoma widokami tego samego torusa: przedstawiajg dwa rézne torusy
nalezgce do pary. Szare linie siatki utatwiajg sledzenie odpowiadajgcych sobie wspdtrzednych powierzchni, a
kolorowe krzywe oznaczajg odpowiadajgce sobie zamknigte linie krzywizny. Sednem ilustracji jest globalna
niezgodnosc: duze pecherze znajdujg sie w wyraznie roznych potozeniach, cho¢ zgodnie z twierdzeniem oba
torusy majg te samg metryke wewnetrzng i te sama krzywizne srednig w odpowiadajgcych sobie punktach.

Dlaczego nie ma tu sprzecznosci

Wynik nie moéwi, ze geometria jest dowolna ani Ze pomiary sg bezuzyteczne.

Moéwi, ze konkretny ograniczony zestaw danych — metryka wraz z krzywizng Srednia — nie zawsze
wystarcza do jednoznacznego rozpoznania zwartej powierzchni. Pelne klasyczne twierdzenie o jed-
noznacznosci wykorzystuje bogatsze dane o wygieciu. Krzywizna Srednia jest tylko srednig dwdch
krzywizn gtéwnych. Informuje, jak bardzo powierzchnia wygina sie Srednio w danym punkcie, lecz
nie zachowuje pelnej informacji o wygieciu w poszczegdlnych kierunkach.

Na tym wtasnie polega zasadnicze rozréznienie. Dwie powierzchnie moga mie¢ zgodne odlegtosci
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mierzone wzdtuz nich oraz takie samo srednie wygiecie w kazdym odpowiadajacym sobie punkcie,
a mimo to r6znié sie sposobem rozmieszczenia tego wygiecia w przestrzeni.

Praca nie twierdzi tez, ze taka niejednoznacznosc jest typowa. Wprowadzenie wyraznie zaznacza:
ogblnie metryka wraz z krzywizna srednia wyznacza powierzchnie. Pary Bonneta sa wyjatkami. Ich
znaczenie polega wlasnie na wykazaniu, ze wyjatek istnieje takze w zwartym, gtadkim i analitycznym
przypadku, ktéry dotad pozostawat nierozstrzygniety.

Jakie dawne pytania zamyka wynik

Pierwszym zamknietym pytaniem jest globalny problem Bonneta: czy istnieja dwa nieprzystajace,
zwarte i gladkie zanurzenia w tréjwymiarowej przestrzeni euklidesowej, powigzane izometrig
i majace te sama krzywizne srednia w odpowiadajacych sobie punktach? Autorzy odpowiadaja
twierdzaco.

Drugim jest problem Cohna-Vossena-Bergera: czy w euklidesowej przestrzeni tréjwymiarowe;j ist-
nieja dwie izometryczne, zwarte powierzchnie analityczne, ktérych nie taczy izometria otaczajacej
przestrzeni? Tu réwniez odpowiedz brzmi: tak, dzieki analitycznym torusom uzyskanym w tej samej
konstrukc;ji.

Analitycznos¢ jest wazna. Wczesniejsze przyklady niejednoznacznos$ci dla powierzchni zwartych
mogly opiera¢ sie na nizszej regularnosci albo lokalnych modyfikacjach. Te torusy nie sg jedynie
gtadkimi obiektami, w ktérych na jednym fragmencie podmieniono wybrzuszenie. Autorzy
podkreslaja, ze odpowiadajace sobie otoczenia nigdzie nie sa lokalnie przystajace: réznica przenika
calg konstrukcje, a nie kryje sie w miejscu zszycia.

Dlaczego to wazne

To czysta matematyka, ale stojaca za nig intuicja ma szerokie zastosowanie. Ksztalt moze by¢ nad-
miernie okreslony pod jednym wzgledem, a wciaz niedookreslony pod innym. Liczy sie nie sama
ilos¢ danych, lecz to, czy zawieraja one wlasciwy rodzaj informacji.

Metryka wraz z krzywizng srednia wydaje sie mocnym zestawem, bo taczy odlegtosci wewnetrzne
z zewnetrzna miarg wygiecia. Zwarta para Bonneta pokazuje luke: srednie wygiecie nie jest pelna
informacjg o wygieciu. Lokalna zgodnos$¢ nie zawsze prowadzi do globalnejidentyfikacji. Analityczna
regularno$¢ nie daje automatycznej gwarancji jednoznacznosci.

To uzyteczna lekcja wykraczajaca poza samo twierdzenie. W geometrii problemy odwrotne czesto
pytaja, czy zestaw pomiarow jednoznacznie wyznacza obiekt, ktory je wytworzyl. Ta praca udziela
ostrej nowej odpowiedzi dla klasycznego problemu teorii powierzchni: nie zawsze, nawet jesli obiekt
jest zwarty, gltadki i analityczny.
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Czyste podsumowanie

Bobenko, Hoffmann i Sageman-Furnas konstruuja pierwsze zwarte pary Bonneta: dwa nieprzys-
tajace gltadkie torusy w R3, ktére sa powiazane izometrig i majq te samg krzywizne Srednig w
odpowiadajacych sobie punktach. Ich przyktady sa rzeczywiscie analityczne i ogdlnie nie taczy ich
zadna izometria otaczajacej przestrzeni, co rozstrzyga zaréwno globalny problem Bonneta, jak i
analityczne pytanie o jednoznacznos$¢ Cohna-Vossena-Bergera w sformutowaniu przyjetym w pracy.
Wynik nie obala klasycznej teorii powierzchni; pokazuje, Ze ograniczone dane w postaci metryki i
krzywizny $redniej nie zawsze wystarczaja do jednoznacznego rozpoznania zwartej powierzchni.

Kontrola bez upickszen

Co pokazuje praca: Istnieja zwarte, gtadkie pary Bonneta. Dokladniej: autorzy jawnie konstruuja
torusy w R3 o tej samej metryce i funkcji krzywizny sredniej w odpowiadajacych sobie punktach,
ktore nie sg przystajace.

Co jest wiarygodne, ale nie stanowi sedna: Eksploracja obliczeniowa i dyskretno-geometryczna
moze prowadzi¢ do trudnych konstrukcji gltadkich. Autorzy podkreslaja znaczenie tej drogi, lecz
wynik opiera sie na dowodzie, a nie na obrazie numerycznym.

Czego praca nie pokazuje: Ze wszystkie albo wiekszo$é powierzchni jest niejednoznaczna. Ogélne
twierdzenie o jednoznacznosci pozostaje czescia tla. Sa to wyjatkowe, ale rozstrzygajace kontr-
przyktady.

Gléwne ograniczenia dla niespecjalisty: Dowod jest wysoce techniczny i nalezy do geometrii
rézniczkowej: obejmuje powierzchnie izotermiczne, klasyfikacje par Bonneta, warunki okresowosci
i konstrukcje analityczna. Znaczenie twierdzenia mozna zrozumied bez sledzenia catego aparatu.

Jak duze zaufanie powinien mie¢ zwykly czytelnik? Duze w odniesieniu do tresci twierdzenia jako
recenzowanego wyniku matematycznego. Ostroznos¢ dotyczy interpretacji, nie sily dowodowe;j:
nalezy czytaé wynik jako ,ten ograniczony zestaw danych geometrycznych nie zawsze wyznacza
ksztalt”, a nie jako ,,geometria nie potrafi rozpoznawac ksztattow”.
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