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WHAT THE PAPER SAYS - WHAT IT DOESN'T - WHY IT MATTERS

To toruser kan have den samme lokale geometri og

alligevel have forskellig form

En konstruktion i Publications mathematiques de I'THES giver de forste kompakte Bonnet-par: to
glatte, reelanalytiske toruser i det tredimensionale rum, som har den samme intrinsiske metrik og
den samme middelkrumning i tilsvarende punkter, men som ikke er den samme flade pd neer en stiv
bevaegelse. Resultatet loser gamle entydighedssporgsmdl i fladeteorien og er et preecist modeksempel
pd en fristende tanke: at tilstraekkeligt mange lokale mdlinger md kunne identificere en kompakt
form.
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Formen, der ikke vil lade sig identificere

Forestil dig, at du maler en flade uden at matte beveaege dig uden for den. Du kan male afstande langs
den: hvor langt der er fra ét punkt til et andet, hvis du bevaeger dig pa selve fladen. Det er fladens
metrik. Tilfgj nu endnu en maling udefra: Registrer i hvert punkt fladens gennemsnitlige bgjning,
dens middelkrumning.

Det lyder som meget information. For mange flader er det nok. Hvis man kender de intrinsiske
afstande og middelkrumningsfunktionen, er det neerliggende at tro, at formen i det tredimensionale
rum er entydigt bestemt.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann og Andrew Sageman-Furnas har nu konstrueret kompakte flader,
der bryder med den forventning. Deres artikel beskriver to toruser - donutformede flader, men ikke
almindelige runde donuts - som er isometriske og har sasmme middelkrumning i tilsvarende punkter,
men ikke er kongruente. Man kan ikke rotere, parallelforskyde eller spejle den ene, s den bliver til
den anden. De er reelt forskellige immersioner i rummet.

Med fagets terminologi er de kompakte Bonnet-par. Artiklen betegner dem som de forste eksempler
af denne art.

Hvad problemet gir ud pa

Den klassiske fladeteori skelner mellem to former for information.

Metrikken angiver afstande malt pé fladen. Et fladt ark, der rulles til en cylinder, bevarer den samme
intrinsiske metrik: En lille myre, der gir pa arket, ville ikke opdage, at det var rullet sammen, alene
ved at male afstande. Den fuldsteendige anden fundamentalform fortaeller langt mere om, hvordan
fladen bgjer i rummet. Den klassiske Bonnets szetning siger, at nar metrikken og de fuldsteendige
bejningsdata opfylder de rette kompatibilitetsligninger, er immersionen bestemt pd neer en stiv
bevaegelse.

Men i 1867 stillede Pierre Ossian Bonnet et skarpere spergsmal. Hvad sker der, hvis bgjningsdataene
reduceres? Eftersom metrikken allerede bestemmer den gaussiske krumning intrinsisk, kan en flade
da karakteriseres ved metrikken sammen med middelkrumningsfunktionen?

Generisk er svaret ja. Det ord er vigtigt. I geometrien findes der ofte undtagelsestilfaelde: szerlige
flader, hvor det seedvanlige entydighedsresultat ikke geaelder. Det abne spergsmal var, om der fandtes
kompakte, glatte eksempler, hvor metrikken og middelkrumningen stemmer overens, men fladerne
ikke har samme form i rummet.

Det er det globale Bonnet-problem. Den nye artikel besvarer sporgsmalet med toruser.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Hvad forfatterne kOl’lStI‘llCI’Cde

Forfatterne konstruerer et par glatte toruser i R3, der er forbundet ved en isometri, som bevarer
middelkrumningen. Det betyder, at de intrinsiske afstandsforhold er de samme omkring tilsvarende
punkter, og at middelkrumningen har samme vaerdi dér, men at de to flader ikke er kongruente.

Konstruktionen gor mere end at frembringe en enkelt numerisk kuriositet. Toruserne er reelana-
lytiske - de har den regularitet, der kendetegner potensrakker, og de er ikke groft sammenfgjede
objekter - og forfatterne beviser, at deres eksempler generisk ikke kan overfores til hinanden ved
nogen isometri af det omgivende rum. De fastslar ogsa, at konstruktionen giver overtelleligt mange
sddanne par, fordi den indeholder en funktionel parameter.

Vejen dertil er teknisk. Den udnytter forbindelsen mellem Bonnet-par og isotermiske flader, en
klasse af flader med seerlige koordinater langs krumningslinjerne. Eksemplerne fremkommer
ved at tage udgangspunkt i isotermiske toruser med én familie af plane krumningslinjer og
anvende en konstruktion, der frembringer Bonnet-parret. Forfatterne fortaeller, at fremgangsmaden
voksede ud af beregningseksperimenter med en 5x7-inddeling af en torus i firkanter, hvor diskret
differentialgeometri viste vej mod det glatte resultat.

Det visuelle resultat er lettere at forstd end beviset. De to toruser i artiklen har overensstemmende
geometriske data, men en synligt forskellig global placering: I forfatternes figur 1 ligger tilsvarende
store "bobler” teettere pa hinanden pa den ene torus end pa den anden. Den synlige forskel skyldes
ikke maden, figuren er tegnet pd. Saetningen siger, at fladerne ikke har samme form i rummet, selv
om de udvalgte lokale data stemmer overens.

[figure_pair pending]

Figur 1i artiklen viser et numerisk eksempel pa toruserne i Bonnet-parret, her gengivet som en todelt figur. De
to paneler er ikke to billeder af den samme torus: De viser de to forskellige toruser i parret. De gra netlinjer ger
det lettere at folge de tilsvarende fladekoordinater, mens de farvede kurver markerer tilsvarende lukkede
krumningslinjer. Pointen med billedet er den globale uoverensstemmelse: De store bobler befinder sig synligt
forskellige steder, selv om saetningen siger, at de to flader har samme intrinsiske metrik og samme
middelkrumning i tilsvarende punkter.

Hvorfor dette ikke er en modsigelse

Resultatet siger ikke, at geometrien er vilkérlig, eller at malinger er nyttelose.

Det siger, at et bestemt reduceret dataseet - metrik plus middelkrumning - ikke altid er nok til enty-
digt at identificere en kompakt flade. Den fuldsteendige klassiske entydighedssaetning benytter mere
omfattende information om bgjningen. Middelkrumningen er kun et gennemsnit af de to hoved-
krumninger. Den fortaeller, hvor meget fladen i gennemsnit bgjer i et punkt, men bevarer ikke alle
oplysninger om bgjningen i forskellige retninger.

Netop denne forskel er hele pointen. To flader kan stemme overens bdde med hensyn til afstande
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langs fladen og gennemsnitlig bejning i hvert par af tilsvarende punkter, samtidig med at bgjningen
er arrangeret forskelligt i rummet.

Artiklen siger heller ikke, at denne tvetydighed er typisk. Indledningen er omhyggelig: Generisk
bestemmer metrik plus middelkrumning en flade. Bonnet-par er undtagelser. Deres veaerdi ligger
netop i, at de viser, at undtagelsen findes i den kompakte, glatte og analytiske sammenhaeng, hvor
sporgsmalet hidtil var forblevet ulgst.

Hvilke gamle sporgsmil resultatet loser

Det forste spergsmal, der bliver lgst, er det globale Bonnet-problem: Findes der to ikke-kongruente
kompakte, glatte immersioner i det tredimensionale euklidiske rum, som er forbundet ved en
isometri og har samme middelkrumning i tilsvarende punkter? Forfatternes svar er ja.

Det andet er Cohn-Vossen-Berger-problemet: Findes der to isometriske kompakte analytiske flader
i det tredimensionale euklidiske rum, som ikke kan overfgres til hinanden ved en isometri af det
omgivende rum? Ogsa her er svaret ja, ved hjeelp af de analytiske toruser, der fremkommer gennem
den samme konstruktion.

Den analytiske del er vigtig. Tidligere eksempler pa manglende entydighed for kompakte flader
kunne bygge pa lavere regularitet eller lokale eendringer. Disse toruser er ikke blot et glat objekt,
hvor en bule i ét omrade er blevet udskiftet. Artiklen fremhaever, at tilsvarende nabolag intet sted er
lokalt kongruente: Forskellen er udbredt gennem hele konstruktionen, ikke skjult i en samling efter
en reparation.

Hvorfor det har betydning

Dette er ren matematik, men intuitionen er bred. En form kan vaere overbestemt i én forstand og
alligevel utilstraekkeligt identificeret i en anden. Det afgerende er ikke, hvor mange data man har,
men om dataene indeholder den rette slags information.

Metrik plus middelkrumning virker steerkt, fordi det kombinerer indre afstande med et mél for ydre
bejning. Det kompakte Bonnet-par viser manglen: Gennemsnitlig bgjning er ikke fuldsteendig bajn-
ingsinformation. Lokal overensstemmelse giver ikke altid global identifikation. Analytisk regularitet
er ingen magisk garanti for entydighed.

Det er en nyttig leere ud over denne sztning. I geometrien handler inverse problemer ofte om,
hvorvidt et seet mélinger bestemmer det objekt, der frembragte dem. Denne artikel giver et praecist
nyt svar pa et klassisk fladeproblem: ikke altid, selv nar objektet er kompakt, glat og analytisk.
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Kort fortalt

Bobenko, Hoffmann og Sageman-Furnas konstruerer de forste kompakte Bonnet-par: to ikke-
kongruente glatte toruser i R3, der er forbundet ved en isometri og har samme middelkrumning i
tilsvarende punkter. Deres eksempler er reelanalytiske og kan generisk ikke overfores til hinanden
ved nogen isometri af det omgivende rum, og dermed lgser de bade det globale Bonnet-problem og
Cohn-Vossen-Berger-spargsmalet om analytisk entydighed, saddan som det er formuleret i artiklen.
Resultatet omsteder ikke den klassiske fladeteori; det viser, at de reducerede data metrik plus
middelkrumning ikke altid er nok til entydigt at identificere en kompakt flade.

Nogtern kontrol

Hvad artiklen viser: Der findes kompakte, glatte Bonnet-par. Mere konkret konstruerer forfatterne
eksplicit toruser i R3 med samme metrik og middelkrumningsfunktion i tilsvarende punkter, men
som ikke er kongruente.

Hvad der er sandsynligt, men ikke hovedpointen: At beregningsbaseret og diskret-geometrisk ud-
forskning kan lede frem mod vanskelige glatte konstruktioner. Artiklen siger, at denne vej var vigtig,
men resultatet hviler pé beviset, ikke pa det numeriske billede.

Hvad den ikke viser: At alle eller de fleste flader er tvetydige. Det generiske entydighedsresultat
geelder fortsat som en del af baggrunden. Det er usaedvanlige, men afggrende, modeksempler.

De vigtigste begransninger for en almen laeser: Beviset er meget teknisk og herer hjemme i differ-
entialgeometrien: isotermiske flader, klassifikation af Bonnet-par, periodebetingelser og analytisk
konstruktion. En laeser kan forstd seetningens betydning uden at fglge maskineriet.

Hvor stor tillid ber en almen laeser have? Stor tillid til seetningens formulering som et fagfaellebedemt
matematisk resultat. Det rette forbehold geelder fortolkningen, ikke dokumentationen: Laes det som
“disse reducerede geometriske data bestemmer ikke altid formen”, ikke som “geometrien kan ikke
identificere former”.
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