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Dva tory mohou mit stejnou lokalni geometrii, a

presto byt riiznymi tvary

Konstrukce v Publications mathématiques de 'THES pfind${ prvni kompaktni Bonnetovy dvojice:
dva hladke, redlné analytické tory v trojrozmérneém prostoru, které maji stejnou vnitini metriku a
stejnou stredni krivost v odpovidajicich si bodech, ale nejsou tymz povrchem aZ na tuhy pohyb.
Vysledek uzavird staré otdzky jednoznacnosti v geometrii povrchil a je presnym protipiikladem
ldkavé predstavy, Ze dostatek lokdlnich méreni musi kompaktni tvar urcit.

Written by Laura Nesso - Cross-checked by Vera Rubin - Al-assisted, human-reviewed

Paper: Compact Bonnet pairs: isometric tori with the same curvatures, Alexander |. Bobenko, Tim Hoffmann, and Andrew O.
Sageman-Furnas, Publications mathematiques de I'lHES - DOI: 10.1007/s10240-025-00159-z


https://doi.org/10.1007/s10240-025-00159-z

matematika

Tvar, ktery nelze jednoznac¢ne urcit

Predstavte si, Ze méfite povrch, ale nesmite z néj vystoupit. MiiZete métit vzddlenosti podél néj: jak
daleko je jeden bod od druhého, pokud se pohybujete po samotném povrchu. To je jeho metrika. Nyni
pridejme jesté jedno méreni zvenci: v kazdém bodé zaznamenejme primeérné ohnuti povrchu, jeho
stfedni kfivost.

Zda se, Ze je to velké mnozstvi informaci. U mnoha povrchii skuteéné staci. Zndte-li vnitini
vzddlenosti a funkci stfedni kfivosti, mohli byste oCekdvat, Ze tim bude tvar v trojrozmérném
prostoru jednoznac¢né urcen.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann a Andrew Sageman-Furnas v$ak sestrojili kompaktni povrchy,
které tomuto oCekdvani odporuji. Jejich prace predstavuje dva tory — povrchy ve tvaru prstence,
i kdyz nikoli obycejné kulaté prstence — které jsou izometrické a maji v odpovidajicich si bodech
stejnou stfedni kiivost, ale nejsou shodné. Jeden nelze prevést na druhy oto¢enim, posunutim ani
zrcadlenim. Jde o skuteéné odlisnd vnoreni do prostoru.

V jazyce oboru tvotri kompaktni Bonnetovu dvojici. Prace je oznacuje za prvni takové priklady.

V ¢em problém spoél'vé

Klasickd teorie povrchi rozliSuje dva druhy informaci.

Metrika popisuje vzdalenosti mérené na povrchu. Plochy list svinuty do valce si zachovava stejnou
vnitini metriku: maly mravenec, ktery po ném chodi, by svinuti pouhym méfenim vzdalenosti nepoz-
nal. Uplnd druhd fundamentdlni forma #ikd mnohem vice o tom, jak se povrch ohyb4 v prostoru.
Klasickd Bonnetova véta stanovi, ze pokud metrika a uplné uidaje o ohybu spliuji prislusné podminky
kompatibility, je vnofeni urceno az na tuhy pohyb.

Pierre Ossian Bonnet vSak v roce 1867 polozil ostiejsi otdzku. Co kdyz se udaje o ohybu omezi?
Jestlize uz metrika vnitiné urcéuje Gaussovu kfivost, lze povrch charakterizovat metrikou spolu s
funkei stfedni kiivosti?

Obecné je odpovéd ano. Slovo ,obecné“ je podstatné. Geometrie Casto znd vyjimecné piipady:
zvlastni povrchy, u nichz obvyklé tvrzeni o jednoznacnosti selhava. Otevienou otazkou bylo, zda
existuji kompaktni hladké priklady, u nichz se metrika i stfedni kfivost shoduji, ale povrchy v
prostoru stejné nejsou.

To je globalni Bonnetiv problém. Nova prace jej fesi pomoci tort.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Co autori sestrojili

Autofti sestrojuji dvojici hladkych tort v R3 spojenych izometrii zachovavajici stfedni kfivost. Odpovi-
dajici si body tedy maji ve svém okoli stejné vnitini vzdalenosti a tutéz hodnotu stfedni kfivosti, oba
povrchy vSak nejsou shodné.

Konstrukce nepfindsi jen jednu numerickou kuriozitu. Tory jsou redlné analytické — maji pravidel-
nost geometrie popisované mocninnymi fadami, nejde o hrubé pospojované objekty — a autofi
dokazuji, Ze jejich pfiklady obecné nespojuje Zddnd izometrie okolniho prostoru. Uvadéji také, ze
konstrukce poskytuje nespocetné mnoho takovych dvojic, protoze obsahuje funkéni parametr.

Postup je technicky. Vyuziva vztah mezi Bonnetovymi dvojicemi a izotermickymi povrchy, tridou
povrchtl se zvlastnimi souradnicemi tvofenymi ¢arami kfivosti. Pfiklady vznikaji z izotermickych
tord s jednou rodinou rovinnych car kfivosti, na néz se pouzije konstrukce vytvarejici Bonnetovu
dvojici. Autofi pisi, Ze pfistup vyrostl z vypocetnich experimentli s rozkladem toru na ¢tyrahelniky
v usporadani 5 x 7, pricemz diskrétni diferencidlni geometrie poslouzila jako voditko k hladkému
vysledku.

Vizudlni vysledek se chape snaze nez dikaz. Dva tory v praci maji shodné geometrické udaje, ale
viditelné odlisné globalni usporaddni: na obrazku 1 autord lezi odpovidajici si velké ,bubliny” na
jednom toru bliZe k sobé nez na druhém. Tento viditelny rozdil neni kreslifsky trik. Véta fika, ze
povrchy nemaji v prostoru stejny tvar, prestoze se vybrana lokalni data shoduji.

[figure_pair pending]

Obrazek 1 z prace ukazuje numericky priklad tord tvoficich Bonnetovu dvojici, zde jako sparovanou ilustraci.
Panely nejsou dva pohledy na stejny torus: predstavuji dva rlizné tory dané dvojice. Sedé &ary sité& pomahaji
sledovat odpovidajici si povrchové soufadnice, zatimco barevné kfivky oznacuji odpovidajici si uzaviené cary
kFivosti. Smyslem obrazku je globalni neshoda: velké bubliny se nachazeji ve viditelné odliSnych polohach,
prestoze podle véty maji oba povrchy stejnou vnitfni metriku a stejnou stfedni kfivost v odpovidajicich si
bodech.
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Proc to neni rozpor

Vysledek nefikd, ze geometrie je libovolnd nebo Ze méfeni jsou k nicemu.

Rik4, Ze urdity omezeny soubor tidaji — metrika spolu se stfedni kiivosti — nemusi vzdy stacit k
jednoznaénému uréeni kompaktniho povrchu. Upln4 klasickd véta o jednoznadnosti pouZivd bohatsi
informace o ohybu. Stfedni kfivost je pouze primérem dvou hlavnich kfivosti. Udava, jak moc se
povrch v daném bodé primeérné ohybd, ale nezachovava vsechny informace o ohybu v jednotlivych
smérech.

Pravé toto rozliSeni je podstatou vysledku. Dva povrchy se mohou shodovat ve vzdadlenostech podél
povrchu i v primérném ohybu v kazdém odpovidajicim si bodé, a presto se lisit zptisobem, jakym je
ohyb usporadan v prostoru.
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Prace také netvrdi, Ze je tato nejednoznacénost typickd. Uvod je opatrny: obecné metrika spolu se
stfedni kfivosti povrch urcuje. Bonnetovy dvojice jsou vyjimecné. Jejich hodnota spoéiva praveé v tom,
Ze dokazuji existenci vyjimky i vkompaktnim, hladkém a analytickém prostredi, kde otdzka ztstavala
nevyresend.

Které stare otézky V}'Isledek uzavira

Prvni uzavienou otazkou je globalni Bonnetv problém: existuji dvé neshodna kompaktni hladka
vnoreni v trojrozmérném eukleidovském prostoru, spojend izometrii a se stejnou stfedni kfivosti v
odpovidajicich si bodech? Autofi odpovidaji ano.

Druhou je Cohniiv-Vosseniiv-Bergertiv problém: existuji v eukleidovském trojrozmérném prostoru
dva izometrické kompaktni analytické povrchy, které nespojuje izometrie okolniho prostoru? I zde
zni odpovéd ano, diky analytickym torim ziskanym toutéz konstrukci.

vvvvvv

vat nizsi regularitu nebo lokalni Upravy. Tyto tory nejsou jen hladké objekty, u nichz se na jednom
misté vymeénil hrbol. Prace zdlUraziuje, Ze odpovidajici si okoli nejsou nikde lokalné shodna: rozdil
prostupuje celou konstrukei a neskryva se v misté napojeni.
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Proc¢ na tom zalezi

Jde o cistou matematiku, jeji intuice je vSak Sirokd. Tvar muze byt v jednom smyslu pfeurceny a v
jiném stdle nedostatecné urceny. Rozhodujici neni mnozstvi dat, ale to, zda obsahuji spravny druh
informace.

Metrika spolu se stredni krivosti ptisobi jako silnd kombinace, protoze spojuje vnitini vzddlenosti
s vnéjs$i mirou ohybu. Kompaktni Bonnetova dvojice ukazuje mezeru: prumérny ohyb neni uplny
ohyb. Lokalni shoda nemusi vzdy znamenat globalni totoznost. Analytickd regularita neni zazracnou
zarukou jednoznacnosti.

To je uziteéné pouceni i mimo tuto vétu. Inverzni problémy v geometrii se ¢asto ptaji, zda soubor
méreni urcuje objekt, ktery je vytvoril. Tato prace dava pro jeden klasicky problém teorie povrchi
ostrou novou odpovéd: ne vzdy, i kdyz je objekt kompaktni, hladky a analyticky.

Cisté shrnuti

Bobenko, Hoffmann a Sageman-Furnas sestrojili prvni kompaktni Bonnetovy dvojice: dva neshodné
hladké tory v R3, které jsou spojeny izometrii a maji v odpovidajicich si bodech stejnou stiedni kfivost.
Jejich priklady jsou realné analytické a obecné je nespojuje Zadna izometrie okolniho prostoru, ¢imz
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podle formulace prace fesi globalni Bonnetliv problém i analytickou otdzku jednoznacnosti Cohna-
Vossena-Bergera. Vysledek nevyvraci klasickou teorii povrcht; ukazuje, Ze omezené udaje tvorené
metrikou a stfedni kfivosti nemusi vzdy staéit k jednoznac¢nému uréeni kompaktniho povrchu.

Kontrola bez pfl’kras

Co prace ukazuje: Kompaktni hladké Bonnetovy dvojice existuji. Konkrétné autofi explicitné ses-
trojuji tory v R3 se stejnou metrikou a funkei stfedni kfivosti v odpovidajicich si bodech, které vsak
nejsou shodné.

Co je mozné, ale neni podstatou vysledku: Vypocetni a diskrétné geometrické zkoumani mutze vést
k obtiznym hladkym konstrukcim. Price uvadi, Ze tento postup byl dilezity, vysledek vsak stoji na
dtikazu, nikoli na numerickém obrazku.

Co price neukazuje: Ze jsou nejednoznaéné viechny nebo vétsina povrchti. Obecné tvrzeni o jednoz-
nacnosti zlistava soucasti vychodiska. Jde o vyjimecné, ale rozhodujici protipriklady.

Hlavni omezeni pro béZného ¢tenare: Dtikaz je vysoce technicky a patii do diferencidlni geometrie:
pracuje s izotermickymi povrchy, klasifikaci Bonnetovych dvojic, periodickymi podminkami a ana-
lytickou konstrukei. Vyznam véty lze pochopit bez sledovani celého aparatu.

Jak velkou duvéru by mél mit bézny ¢tenar? Vysokou ve znéni véty jako recenzovaného matematick-
ého vysledku. Opatrnost se tyka vykladu, nikoli dikazni sily: ctéte jej jako ,tato omezena geometricka
data nemusi vzdy urdit tvar®, ne jako ,,geometrie nedokdze urcovat tvary“.
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