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Doi tori pot imparti aceeasi geometrie locala si
totusi sd fie forme diferite

O constructie in Publications mathematiques de 'IHES dd primele perechi Bonnet compacte: doi
tori netezi, real-analitici, in spatiul tridimensional, care au aceeasi metricd intrinsecd $i aceeasi
curburd medie in punctele corespunzdtoare, dar nu sunt aceeasi suprafatd pand la o miscare rigidd.
Rezultatul inchide intrebdri vechi de unicitate in geometria suprafetelor si este un contraexemplu
precis la o idee tentantd: cd suficiente mdsurdtori locale trebuie sd identifice o formd compactd.
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matematica

Forma care refuza sa fie identificatca

Imagineaza-ti ca masori o suprafata fara sa ai voie sd iesi din ea. Poti masura distante de-a lungul ei:
cat de departe este un punct de altul daca mergi pe suprafata insasi. Aceasta este metrica suprafetei.
Acum adaugd inca o masura din exterior: in fiecare punct, inregistrezi curbura medie a suprafetei,
curbura ei medie.

Pare multd informatie. Pentru multe suprafete, este suficient. Daca stii distantele intrinseci si functia
de curbura medie, te-ai putea astepta ca forma in spatiul tridimensional sa fie fixata.

Alexander Bobenko, Tim Hoffmann si Andrew Sageman-Furnas au construit acum suprafete com-
pacte care inving aceasta asteptare. Articolul lor da doi tori - suprafete in forma de gogoasa, desi nu
gogosi rotunde obisnuite - care sunt izometrici si au aceeasi curbura medie in punctele corespunza-
toare, dar nu sunt congruenti. Nu poti roti, translata sau reflecta unul in celalalt. Sunt imersiuni cu
adevarat diferite in spatiu.

In limbajul domeniului, sunt perechi Bonnet compacte. Articolul le numeste primele astfel de exem-
ple.

Care este problema

Teoria clasica a suprafetelor separa doua feluri de informatie.

Metrica iti spune distantele masurate pe suprafatd. O foaie plata rulata intr-un cilindru pastreaza
aceeasi metricd intrinseca: o furnica mica mergand pe foaie nu ar observa rularea masurand doar
distante. A doua forma fundamentald completa iti spune mult mai mult despre cum se curbeaza
suprafata in spatiu. Teorema clasica a lui Bonnet spune ca, avand metrica si datele complete de
curbura care satisfac ecuatiile corecte de compatibilitate, imersiunea este determinata pana la o
miscare rigida.

Dar in 1867, Pierre Ossian Bonnet a pus o intrebare mai ascutita. Ce se intampla daca datele de cur-
bura sunt reduse? Deoarece metrica determind deja intrinsec curbura gaussiana, poate o suprafata
sa fie caracterizata de metrica plus functia de curbura medie?

Generic, raspunsul este da. Cuvantul conteaza. Geometria are adesea cazuri exceptionale: suprafete
speciale unde enuntul obisnuit de unicitate esueaza. Intrebarea deschisa era daca existd exemple
netede compacte in care metrica si curbura medie coincid, dar suprafetele nu sunt aceleasi in spatiu.

Aceasta este Problema Globala Bonnet. Noul articol o rezolva cu tori.


https://en.wikipedia.org/wiki/Bonnet_theorem
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Ce au construit autorii

Autorii construiesc o pereche de tori netezi in R3, legati printr-o izometrie care pastreaza curbura me-
die. Asta inseamna ca punctele corespunzatoare au aceleasi distante intrinseci in jurul lor si aceeasi
valoare a curburii medii, dar cele doua suprafete nu sunt congruente.

Constructia face mai mult decat sa produca o curiozitate numerica singulara. Torii sunt real-analitici -
la fel de regulati ca geometria seriilor de puteri, nu obiecte grosiere peticite - iar autorii demonstreaza
ca, generic, exemplele lor nu sunt legate prin nicio izometrie ambienta. Ei afirma si ca aceasta con-
structie da nenumarat de multe astfel de perechi, pentru ca include un parametru functional.

Drumul este tehnic. Foloseste relatia dintre perechile Bonnet si suprafetele izotermice, o clasa de
suprafete cu coordonate speciale de linii de curbura. Exemplele apar pornind de la tori izotermici cu
o familie de linii de curbura plane si aplicand o constructie care produce perechea Bonnet. Autorii
spun ca abordarea a crescut din experimente computationale cu o descompunere in patrulatere 5x7
a unui tor, folosind geometria diferentiala discreta ca ghid spre rezultatul neted.

Rezultatul vizual este mai usor de prins decat demonstratia. Cei doi tori din articol au date geometrice
potrivite, dar o plasare globala vizibil diferita: in Figura 1 a autorilor, ,bule” mari corespunzatoare
stau mai aproape una de alta pe un tor decat pe celalalt. Aceasta diferenta vizibila nu este un truc de
desen. Teorema spune ca suprafetele nu sunt aceeasi forma in spatiu, chiar daca datele locale alese
coincid.

[figure_pair pending]

Figura 1 din articol arata un exemplu numeric al torilor in pereche Bonnet, prezentat aici ca figura pereche. Cele
doua panouri nu sunt doua vederi ale aceluiasi tor: sunt cei doi tori diferiti ai perechii. Liniile gri ale plasei ajuta
ochiul sa urmareasca coordonate corespunzatoare ale suprafetei, iar curbele colorate marcheaza bucle
corespunzatoare ale liniilor de curbura. Ideea imaginii este nepotrivirea globala: bulele mari stau in pozitii vizibil
diferite, chiar daca teorema spune ca cele doua suprafete au aceeasi metrica intrinseca si aceeasi curbura
medie nh punctele corespunzatoare.

De ce nu este o contradicgie

Rezultatul nu spune ca geometria este arbitrara sau ca masuratorile sunt inutile.

Spune ca un anumit set redus de date - metrica plus curbura medie - nu este intotdeauna suficient
pentru a identifica unic o suprafatd compacta. Teorema clasica completa de unicitate foloseste infor-
matie mai bogata despre curbura. Curbura medie este doar o medie a celor doua curburi principale.
Iti spune cat de mult se curbeaza suprafata in medie intr-un punct, dar nu pastreaza toatd informatia
directionala despre curbura.

Aceasta distinctie este tot punctul. Doua suprafete pot fi de acord asupra distantelor de-a lungul
suprafetei si asupra curburii medii in fiecare punct corespunzator, dar sa difere in felul in care acea
curbura este aranjata in spatiu.
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Articolul nu spune nici ca aceasta ambiguitate este tipica. Introducerea este atenta: generic, metrica
plus curbura medie determina o suprafatd. Perechile Bonnet sunt exceptionale. Valoarea lor este
exact ca arata ca exceptia exista in cadrul compact, neted si analitic unde ramasese nerezolvata.

Ce intrebiri vechi inchide

Prima intrebare inchisa este Problema Globala Bonnet: exista doud imersiuni netede compacte
necongruente in spatiul euclidian tridimensional, legate printr-o izometrie si cu aceeasi curbura
medie in punctele corespunzatoare? Autorii raspund da.

A doua este problema Cohn-Vossen-Berger: existd doud suprafete compacte analitice izometrice in
spatiul euclidian tridimensional care nu sunt legate printr-o izometrie ambienta? Din nou, raspunsul
este da, folosind torii analitici obtinuti prin aceeasi constructie.

Partea analitica este importanta. Exemplele mai vechi de neunicititate pentru suprafete compacte
puteau depinde de regularitate mai joasa sau de modificari locale. Acesti tori nu sunt doar un obiect
neted cu o cocoasa schimbata Intr-un petic. Articolul subliniaza cd vecinatatile corespunzatoare nu
sunt nicaieri local congruente: diferenta este raspandita prin constructie, nu ascunsa intr-o cusatura
de reparatie.

De ce conteaza

Este matematica purd, dar intuitia este larga. O forma poate fi supradeterminata intr-un sens si
totusi subidentificata in altul. Nu conteaza cata informatie ai, ci daca datele contin tipul potrivit de
informatie.

Metrica plus curbura medie pare puternica pentru ca imbina distante interne cu o masura extrinseca
a curburii. Perechea Bonnet compacta arata golul: curbura medie nu este curbura completa. Acordul
local nu este Intotdeauna identificare globala. Regularitatea analiticd nu este o garantie magica de
unicitate.

Este o lectie utild dincolo de aceastd teoremd. In geometrie, problemele inverse intreabd adesea daca
un set de masuratori determina obiectul care le-a produs. Acest articol da un raspuns nou si precis
pentru o problema clasica a suprafetelor: nu intotdeauna, chiar cand obiectul este compact, neted si
analitic.

Sinteza curata

Bobenko, Hoffmann si Sageman-Furnas construiesc primele perechi Bonnet compacte: doi tori
netezi necongruenti in R3, legati printr-o izometrie si cu aceeasi curbura medie in punctele
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corespunzatoare. Exemplele lor sunt real-analitice si, generic, nu sunt legate prin nicio izometrie
ambientd, rezolvand atat Problema Globala Bonnet, cat si intrebarea de unicitate analiticd Cohn-
Vossen-Berger asa cum sunt formulate 1n articol. Rezultatul nu rastoarna teoria clasica a suprafetelor;
arata ca datele reduse de metrica plus curbura medie nu sunt intotdeauna suficiente pentru a
identifica unic o suprafata compacta.

No-BS check

Ce arata articolul: Exista perechi Bonnet compacte netede. Mai precis, autorii construiesc explicit
tori in R3 cu aceeasi metrica si aceeasi functie de curbura medie in punctele corespunzatoare, dar
care nu sunt congruenti.

Ce este plauzibil, dar nu este ideea: Ca explorarea computationala si geometria discretd pot ghida
constructii netede dificile. Articolul spune ca aceasta cale a fost importanta, dar rezultatul se sprijina
pe demonstratie, nu pe imaginea numerica.

Ce nu arata: Ca toate sau majoritatea suprafetelor sunt ambigue. Enuntul de unicitate generica
ramane parte din fundal. Acestea sunt contraexemple exceptionale, dar decisive.

Limitari principale pentru un cititor general: Demonstratia este foarte tehnica si traieste in ge-
ometria diferentiala: suprafete izotermice, clasificari ale perechilor Bonnet, conditii de perioada si
constructie analitica. Un cititor poate intelege sensul teoremei fara sa urmareasca masinaria.

Cata incredere ar trebui sa aiba un cititor general? Mare in enuntul teoremei ca rezultat matematic
peer-reviewed. Atentia corecta este interpretativa, nu probatorie: citeste-1 ca ,aceste date geometrice
reduse nu determina intotdeauna forma”, nu ca ,,geometria nu poate identifica forme”.
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